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垂直界面附近椭圆形夹杂对 SH 波的 
散射与地震动研究 
齐  辉，丁晓浩，张  洋 
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摘  要：利用复变函数法和 Green 函数法给出了 SH 波对垂直界面附近椭圆形夹杂散射问题的解析解答。首先，将待求的半

空间模型沿垂直边界分割为区域Ⅰ和区域Ⅱ两个直角域。通过保角映射的方法将区域Ⅰ内椭圆形夹杂的外域映射为单位圆外

域，并利用镜像方法构造出两个区域内满足直角域边界条件的散射波场及适用的 Green 函数；其次，利用界面契合思想，通

过在界面处添加附加力系的方法建立起满足界面处位移和应力连续条件的无穷代数方程组，并截断有限项求解；最后，给出

了求解地表位移幅值的具体算例。结果表明，入射波数、入射角度、夹杂位置、垂直界面以及材料参数都对地表位移幅值的

分布有影响。 
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Study of scattering of SH-waves by a buried elliptic inclusion near a vertical 
interface and ground surface vibration 

 
QI Hui,  DING Xiao-hao,  ZHANG Yang 

(College of Aerospace and Civil Engineering, Harbin Engineering University, Harbin, Heilongjiang 150001, China) 
 

Abstract: The methods of complex variable function and Green’s function are applied to derive analytical solutions to the scattering 
of SH-waves induced by a buried elliptic inclusion near a vertical interface in the elastic half space. Firstly, the analytical model to be 
solved is divided into two rectangular domains along the vertical interface. The conformal mapping method was used to map the outer 
boundary of the elliptic inclusion into a unit circle in the domain I. Moreover, in these two domains, the method of images is applied 
to construct scattering wave fields and an applicable Green’s function satisfying boundary conditions of rectangular domains. 
Secondly, with the aid of interface ‘conjunction’ technique, infinite algebraic equations are established by adding an additional system 
of forces at the interface and then solved by truncation, which meets the displacement and stress continuity conditions at the interface. 
Finally, some specific examples are given to estimate surface displacement amplitudes. Numerical results show that incident wave, 
incident angle, the position of inclusion, material properties and vertical interface to some extent affect the distribution of ground 
surface displacement. 
Keywords: SH-waves; vertical interfaces; elliptic inclusion; conformal mapping; surface displacement amplitude 
 

1  引  言 

随着地下结构在工程领域的广泛应用以及自

然环境本身的复杂性，局部隐蔽地形在工程中广泛

存在。研究 SH 波对局部隐蔽地形的散射问题，不

仅具有理论价值，而且在抗爆抗震、岩土工程、土

木工程和地球物理等实际应用领域中具有非常广泛

的应用前景。近几十年来，众多学者在局部地形对

SH 波的散射领域做了大量的研究并取的了很多有

价值的成果[111]。在直角域空间和双相介质空间内

的 SH 散射问题也有部分学者展开了研究[611]，但

对浅埋椭圆形夹杂附近伴有垂直界面的复杂地下结

构的研究尚未见到公开发表的成果。本文利用复变

函数法及 Green 函数法研究了双相介质半空间垂直

界面附近椭圆形夹杂对 SH 波的散射问题并给出了

解析解。该问题较以往多见的浅埋结构问题最大的
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区别在于出现了垂直边界，当弹性波入射时将导致

弹性波在区域Ⅰ内产生更加复杂的散射波场，同时

还有部分的弹性波折射入区域Ⅱ，这无疑加大了该

问题的复杂性。但在实际工程领域中不仅存在水平

界面，也普遍存在垂直界面，因此，对此问题的研

究就非常有必要。为了解决垂直边界对问题求解的

影响，将半空间模型沿着垂直界面分割为两个独立

的 1/4 空间[12]进行研究。利用镜像叠加原理便可构

造出满足 1/4 空间边界条件的散射波场。再利用文

献[9]和[11]中的界面契合思想对两个 1/4 空间在界

面处进行契合，通过在垂直界面处添加附加力系的

方法构造出满足界面处位移和应力连续条件的无穷

代数方程组。最后给出了不同参数条件下地表位移

幅值的具体算例。 

2  基本理论 

2.1  理论模型 
图 1 所示 SH 波入射到弹性半空间垂直界面附

近含有椭圆形夹杂的理论模型，入射角度为 0 。区

域 I 的剪切弹性模量与介质密度分别为 1 和 1 ；区

域 II 的剪切弹性模量与介质密度分别为 2 和 2 ；

椭圆形夹杂的半长轴和半短轴长分别长为 a、b 。

建立如图 1 所示坐标系，在复坐标下，相应的位置

关系可以表示为 z z d  ， iz z h   。 
 

 
图 1  弹性半空间垂直界面及其附近椭圆形夹杂 

在 SH 波作用下的理论模型 
Fig.1  Model of vertical interface and elliptical inclusion  

in the half elastic space induced by SH waves 
 
2.2  控制方程 

引入复平面 ( , )z z ，其中 iz x y  ， iz x y  ，

时间谐和的位移函数 W 满足 Helmholtz 方程，可表

达为 
2

21 0
4

W k W
z z


 
 

           （1） 

式中： s/k c 为入射波数， 为圆频率； sc   
/  为介质的剪切波数。 

引入从复平面 ( , )z z 到复平面 ( , )  的映射函

数： 

i( ) ,   emz R R    


 
    

 
     （2） 

式中： ( ) / 2R a b  ； ( ) /( )m a b a b   。 
映射后控制方程和应力-应变关系在平面

( , )  上具有如下形式： 
2
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     （4） 

3  入射波、反射波、折射波、散射波
与驻波 

在复平面 ( , )  上，采用镜像叠加原理，将半

空间问题转化为全空间问题进行解答，则 SH 波的

位移表达式为 
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（7）

 

式中： 0 0π   ； 1 、 2 分别为垂直界面处的反

射角度和折射角度， 1 0   ； 1 1π   ； 2 π    

2 。W0 为入射波位移幅值，W1 和 W2 分别为反射

波和折射波位移幅值。相应的应力表达式将式（5）～
（7）代入式（4）即可求得。 

入射 SH 波作用下，根据镜像思想构造出区域

I 内椭圆夹杂产生的满足垂直和水平边界应力自由

条件的散射波可表达为 
4
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其中 

(1) (1)

(2) (1)

(3) (1)

(4) (1)

( )[ ( ) ]
( )

( ) 2i[ ( ) 2i ]
( ) 2i

( ) 2( 1) [ ( ) 2 ]  
( ) 2

( 1) [ ( ) 2i 2 ]

( ) 2i 2  
( ) 2i 2

n

n n

n

n n

n

n
n n

n
n n

n

S H k

hS H k h
h

dS H k d
d

S H k h d

h d
h d

 
 

 

 
 

 

  
 

 

 
 





 
  

  

 
   

  

 
    

  
   

  
 

   




















 

（9） 
其中：An为未知系数，可以通过夹杂边界处应力和

位移连续性条件求得。 
椭圆形夹杂内产生的驻波表达式可以写为 

( )
3

( )( , ) ( ( ) )
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n
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其中：Bn为未知系数。 
根据椭圆形夹杂边界上的位移和应力连续的

边界条件可得 
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（11） 
利用周期函数的正交性，方程组两边同乘 ie mθ

并在 ( π, π) 上积分，通过截断方程有限项求解，即

可求得未知系数 nA 和 nB 。 

4  Green 函数的求解 

根据参考文献[8]可得出在线源荷载 ( ( ),    

0( ))  作用下 1/4 空间内 Green 函数入射波位移的

具体表达式可以写为 
( ) (1)

0 1 0

(1)
0 1 0

i [ ( ( ) ( ) )
2

      ( ( ) ( ) 2i )]

iG H k

H k h

   


   

  

 
     

（12）
 

由椭圆形夹杂产生的散射波及夹杂内驻波具

有与式（8）、（10）相同的形式。相对应系数的求

解亦与式（11）求解方法一致。 
在区域Ⅰ内线源产生的总位移场 1G 则可以写

为 
( ) (s)

1( , ) ( , ) ( , )iG G G            （13） 

区域 II 中不存在由夹杂产生的散射波场，故 2G
可以写为 

( )
2 ( , ) ( , )iG G             （14） 

5  定解积分方程组 

如图 2 所示，对左右剖面进行契合，通过在剖

分面上施加未知外力系 1 0 0( , )f r   和 2 0 0( , )f r   以满足

界面处位移和应力连续条件[9]，在复平面 ( , )z z  下

应力连续条件可以写为 
( 1) ( 2)

0 1 0 0 0 2 0 0sin ( , ) sin ( , )
t t

z zf r f r                  （15） 

式中： exp(i )z r θ   且 z z d   。当 0 1     
π / 2 时， 00 r ≤ ≤ ，当 0 2 π / 2    时， 0≤  

0r h≤ 。 
 

 
图 2  契合模型 

Fig.2  Conjunction model  

 
利用 ( , ) ( , ) ( , )i e r e f e

z z z           ，式（15）可以简化为 

1 0 0 2 0 0 0 1 2( , ) ( , )    ,f r f r              （16） 

契合面处的位移连续条件可以写为 

1 2( ) ( )( 1) ( 2)f ft tW W W W         （17） 

式中： ( 1)tW 和 ( 2)tW 分别为介质 I 和介质 II 中的总波

场在契合面上产生的位移。 1( )fW 和 2( )fW 分别为附

加力系产生的波场。 
利用 ( , ) ( , ) ( , )i e r e f eW W W  可得 

1 2( ) ( )( ) f fsW W W           （18） 

展开式（18）后则可以得到如下形式的定解积

分方程组： 

0 1

1 0 2 1 1 0 2 2 1 0 2 0 0
 

1 0 1 1 1 0 1 2 1 0 1 0 0
(S)

( , )[ ( , ; , ) ( , ; , )]d

( , )[ ( , ; , ) ( , ; , )]d

[ ]

h f r G r r G r r r

f r G r r G r r r

W  

    

    



      

      





  

（19） 

0 2

 
1 0 2 1 2 0 2 2 2 0 2 0 0

 
1 0 1 1 2 0 1 2 2 0 1 0 0
(S)

( , )[ ( , ; , ) ( , ; , )]d

( , )[ ( , ; , ) ( , ; , )]d

[ ]

h f r G r r G r r r

f r G r r G r r r

W  

    

    



      

      





  

（20） 

y 



 

f1 f2 

h 

0 
SH 波

介质Ⅲ 

d 

o a

b

介质Ⅰ 介质Ⅱ 

y y 

x x o 



  2154                                      岩    土    力    学                                   2016 年 

 

上述方程为弱奇异性的第 1 类 Fredholm 方程

组。本文采用弱奇异积分方程组直接离散法。考虑

到散射波的衰减性质，在保证精度的情况下通过截

断有限项的方法将上述积分方程组转变为有限线性

代数方程组，通过求解即可得到离散点上附加的外

力系 1 0 0( , )f r   和 2 0 0( , )f r   的值。 

6  地表位移幅值 

求解位移幅值在工程领域具有十分重要的实

际意义。地表位移表达式在 0x  区域内可以写为 
 (I) ( 1)

1 0 2 1 0 2 0 0
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其中， ( 1) ( , ) ( , ) ( )t i e r e sW W W W   。 
在 0x  区域内可以写为 

 (II) ( 2)
2 0 2 2 0 2 0 0
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( , ) ( , ; , )d

  ( , ) ( , ; , )d
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其中， ( 2) ( , )t f eW W 。 
位移表达式也可以写为 

i( )e tW W               （23） 

式中：W 为位移幅值；  1tan Im / ReW W  ，为

的相位。 
同时，入射波数 1k a 也可以写为 

1
2πak a


              （24） 

式中：为入射波长。 
用 表示入射波数，其表达式为 

2a



                （25） 

7  具体算例 

根据上述理论推导，计算了 SH 波入射到含有

垂直界面和椭圆形夹杂的弹性半空间内时的地表位

移幅值，讨论了入射波数、入射角度、夹杂位置等

参数对地表位移幅值的影响，取无量纲参数 *
1   

2 1/  ， *
2 3 1/   ， *

1 2 1/k k k ， *
2 3 1/k k k 。 

（1）图 3 给出了当 SH 波水平入射到半空间时，

地表位移幅值 W 随入射波数 的变化规律。取无

量纲参数 *
1 1.0  ， / 3.0h a  ， / 1.5d a  ， /b a   

0.8 。可以看出，低频入射时即在准静态情况下，

含有夹杂一侧地表位移幅值变化具有周期性，且最

大值几乎相等。随着入射频率的增加，地表位移幅

值在垂直界面处的位移幅值变化比较明显且震荡频

率增加。对比界面两侧位移幅值的变化情况，在含

有夹杂一侧，位移幅值呈现剧烈的震荡性变化，而

在不含有夹杂一侧，位移幅值缓慢震荡且仅在距离

界面较近范围内有震荡，随着与界面距离加大曲线

趋于平稳。同时，通过对比可以发现，介质的相对

软硬对地表位移幅值影响很大，对比图 3(a)和 3(c)、
3(b)和 3(d)可以看出，介质 I 较介质 II 软时，地表

位移幅最大值 5.43W  ，比介质 I 较硬时的最大值

增大约 80%。 
（2）图 4 给出了当 SH 波斜入射时（ 0  45°），

地表位移幅值 W 随入射波数 的变化规律。取无

量纲参数 *
1 1.0  ， / 3.0h a  ， / 1.5d a  ， /b a   

0.8。由图 4(a)和 4(b)可以看出，由于弹性波由较软

介质向较硬介质传播，导致在界面处折射到介质 II
中的波场较少且反射较多能量，最终使地表位移幅

值在垂直界面右侧衰减较快。由图 4(c)和 4(d)可以

看出，弹性波由较硬介质向较软介质传播，地表位

移幅值在界面右侧呈现缓慢波动并逐渐到平稳的状

态。但对比图 4(a)和 4(c)，当介质 I 较软时的地表

位移最大 4.50W  ，约为介质 I 较硬时最大幅值的

1.2 倍。同时，当入射波斜入射时，半空间地表位移

幅值大小与水平入射时相应位移幅值大小不同，由

此也说明了入射角度对地表位移幅值分布有影响。 
（3）图 5 给出了 SH 波水平入射时，地表位移

幅值 W 随距离 /d a 的变化分布情况。取无量纲参

数 *
1 1.0  ， *

1 2.0k  ， *
2 0.38  ， *

2 1.5k  ， /h a   
3.0， / 0.8b a  。可以看出，低频入射时，地表位移

幅值随距离 /d a 的增加无明显变化。随着入射波数

的增加，地表位移幅值震荡变得剧烈，尤其是界面

附近，最大值 4.0W  。由此说明，椭圆形夹杂与

垂直界面之间的距离对地表位移幅值的分布情况有

影响。 
（4）图 6 给出了当 SH 波水平入射时，地表位

移幅值 W 随距离 /h a 的变化分布情况。取无量纲

参数 *
1 1.0  ， *

1 2.0k  ， *
2 0.38  ， *

2 1.5k  ， /d a   
3.0， / 0.8b a  。可以看出，随着入射频率的增加，

夹杂到地表距离 / 1.5h a  时，地表位移幅值变化最

为剧烈。其主要原因是由垂直界面与自由表面影响

的结果，当夹杂远离自由表面时，其上方地表位移

幅值也会随之降低。总的来看，夹杂到自由表面距

离越近，地表位移幅值受的影响越大。 
（5）图 7 给出了 SH 波水平入射时，界面正上

方地表位移幅值 W 随距离 /d a 的变化情况。取无

量纲参数 *
1 1.0  ， *

1 2.0k  ， *
2 0.38  ， *

2 1.5k  ，

/ 3.0h a  ， / 0.8b a  。可以看出，在入射波数 0.1    
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(a) *
1 k 0.5, *

2 k 0.7, *
2  3.23                             (b) *

1 k 0.5, *
2 k 1.5, *

2  0.38 

 

          

(c) *
1 k 2.0, *

2 k 0.7, *
2  3.23                    (d) *

1 k 2.0, *
2 k 1.5, *

2  0.38 

图 3  SH 波水平入射时W 随 的变化情况 
Fig.3  Variations of W  with  disturbed by SH waves horizontally 

 

          
(a) *

1 k 0.5, *
2 k 0.7, *

2  3.23                            (b) *
1 k 2.0, *

2 k 1.5, *
2  0.38 

 

          

(c) *
1 k 2.0, *

2 k 0.7, *
2  3.23                         (d) *

1 k 2.0, *
2 k 1.5, *

2  0.38 

图 4  SH 波斜入射时W 随 的变化情况 
Fig.4  Variations of W  with   disturbed by SH waves obliquely 
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(a)  0.10                                              (b)  0.25 

 

          
(c)  0.75                                             (d)  1.00 

图 5  SH 波水平入射时W 随 /d a的变化情况 
Fig.5  Variations of W  with /d a disturbed by SH waves horizontally 

 

          
(a)  0.10                                               (b)  0.25 

 

          
(c)  0.75                                              (d)  1.00 

图 6  SH 波水平入射时W 随 /h a 的变化情况 
Fig.6  Variations of W  with /h a  disturbed by SH waves horizontally 
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(a) *

1 k 0.5                                              (b) *
1 k 2.0 

图 7  SH 波水平入射时界面上方W 随 /d a的变化情况 
Fig.7  Variations of W  above the vertical interface with /d a disturbed by SH waves horizontally 

 
 
在时，地表位移幅值振动幅度很小，随着入射波数

的增加波动幅度增大，最大值 6.50W  出现在夹杂

距垂直界面较近且介质 I 较介质 II 软时，但随着夹

杂距垂直界面的距离加大，地表位移幅值的变化趋

于稳定。 
（6）图 8 给出了 SH 波水平入射时，界面正上

方地表位移幅值 W 随距离 /h a 的变化情况。取无

量纲参数 *
1 1.0  ， *

1 2.0k  ， *
2 0.38  ， *

2 1.5k  ，

/d a  3.0， / 0.8b a  。可以看出，在在 SH 波低频

入射时，地表位移幅值随 /h a 的变化基本保持不

变，当入射频率增大时，位移幅值随距离 /h a 增大

呈波动性变化，当 / 20.0h a≥ 时，地表位移幅值趋

于稳定，说明当夹杂距自由表面距离较远时，其对

地表位移幅值的影响几乎可以忽略不计。 

 

          
(a) *

1 k 0.5                                             (b) *
1 k 2.0 

图 8  SH 波水平入射时界面上方W 随 /h a 的变化情况 
Fig.8  Variations of W  above the vertical interface with /h a  disturbed by SH waves horizontally 

 

8  结  论 

（1）从计算结果可以看出，入射波数、入射角

度、夹杂位置、垂直界面以及材料参数都会对地表

位移幅值产生影响。其中垂直界面对地表位移幅值

的影响较大，最不利情况发生在椭圆形夹杂距水平

自由表面和垂直界面距离均较近且介质 I 较介质 II
软时，此时地表位移幅值最大，在实际工程中若遇

到此种情况应加以重视。 
（2）界两侧地表位移幅值的分布具有显著的差

异性，SH 波入射一侧的地表位移幅值较界面另一

侧波动更加剧烈且数值较大。 
（3）本文所用方法还可用以计算其他介质参数

组合及基体内含有其他形状夹杂物时地表位移幅值

的分布情况。 
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